13

Applications physiques de la
transformée de Fourier

Chapitre

13.1

Justification de I'analyse en régime sinusoidal

Lors de 'étude d’un systéme linéaire (par exemple, un systéme mécanique formé de
ressorts et de masselottes, ou bien un circuit électrique comportant des composants
linéaires comme des résistances, des condensateurs ou des bobines, ou encore dans
I’étude du champ électromagnétique libre...) il est habituel de tenir le raisonne-
ment suivant : 1° on considére les situations ou le signal considéré est purement
monochromatique ; 2° la réponse a un signal quelconque est la somme des réponses
aux différentes fréquences qui composent le signal. On justifie ensuite I’analyse
sinusoidale en disant

Si lon impose en entrée un signal sinusoidal de fréquence o> donnée, alors le
signal de sortie est obligatoirement sinusoidal avec la méme fréquence w.

Pour fixer les idées, considérons I’exemple trés scolaire d’un circuit de type
« RLC ». Supposons que le signal d’entrée soit la tension ¢ — #(¢) aux bornes du
circuit total et le signal de sortie la tension ¢ +— 2(f) aux bornes de la résistance
(Cest-a-dire, 2 un facteur R pres, 'intensité parcourant le circuit).

u(t) . LRl e
-
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En établissant ’équation différentielle liant # et v, on obtient 1’égalité (valable
au sens des distributions) :

1
[ 8'+EH+8] xv =D xu,

que on peut (en utilisant tout attirail de I'analyse de Fourier!) inverser en une
équation du type
o(t) = T(e) * u(t),

ou T est la réponse impulsionnelle du systéme, cest-d-dire T = D*~1.

On se spécialise dans le cas ou le signal d’entrée est sinusoidal, avec une pulsa-
tion ® (ou une fréquence v reliée & @ par w = 27mv). Le signal de sortie est supposé
sinusoidal, de méme pulsation w. Les équations sont alors simplifiées par le fait
quon peut écrire formellement « d/df = iw ». On définit la fonction de transfert
Z(w) comme étant le rapport entre le signal de sortie (1) = woe' et le signal
d’entrée u(t) = ug e’ :

Zwy =0 _ %
u([) o

Lorsque le signal d’entrée est une superposition de signaux sinusoidaux (ce qui
est, de maniére générale, le cas), on utilise alors la linéarité du systéme : il suffit
de multiplier chague composante sinusoidale du signal d’entrée par la valeur de la
fonction de transfert pour la pulsation choisie et de sommer (intégrer) le tout :

Siu(t) =Y ap e, alors  o(t) = Y a, Z(w,) "

n n

etsi u(t) = / a(w) e do, alors  o(f) = / () Z(w) e dw.

Le seul point délicat dans ce raisonnement est la justification de la monochro-
maticité du signal de sortie. Elle est donnée par le théoréme suivant :

THEOREME 13.1 Les signaux exponentiels (véels t — e ou complexes t — e#™)
sont des fonctions propres des opérateurs de convolution.

En effet, supposons les signaux d’entrée # et de sortie v liés par une équation de
convolution : v(t) = T(t) * u(t), avec T une fonction ou une distribution tempérée;
si # est de la forme u(t) = '™, alors o(t) = T(t) * €™ est infiniment dérivable
(puisque exponentielle est) et le théoréme 8.18 nous permet d’écrire

ﬂ(t) — <T(8>, e2i7w(t79)> — <T(8), e—Zinv9> eZinvt’

ce qui est bien une exponentielle complexe de méme frequence que le si énal d’en-
trée. La fonction de transfert vaut, a la fréquence v, Z(v) = < ~2imy > Cest-a-
dire la transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle T :

Z=T.

La quantité Z(v) peut également étre vue comme la valeur propre associée au wvecteunr
propre t — 2™ pour I'opérateur de convolution T.
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On peut effectuer le méme raisonnement si exponentielle est réelle. Si le signal

d’entrée est de la forme #(f) = e/ (ou p est un réel), le signal de sortie, toujours
d’aprés le théoréme 8.18, s’écrit

o(t) = <T(8),eP("9)> - <T(8),e"’9> .

La « fonction de transfert » p — <T(8), e‘f’9> est alors bien sir la transformée de
Laplace de la réponse impulsionnelle T (chapitre 12).

13.2

T.F. des champs de vecteurs :
champs longitudinaux et champs transverses

On peut étendre la définition de la transformée de Fourier 2 un espace a #
dimensions.

DEFINITION 13.2 La transformée de Fourier d’une fonction x — f(x) d’une
variable de R” est donnée par :

f(v) = // Rnf(x)efzmv.x dx.

On généralise toutes les propriétés précédemment vues, en prenant garde toutefois
aux changements d’échelle :

F[f (ax)] = |:|nf ().

a

On peut également définir, coordonnée par coordonnée, la transformée de Fourier
a trois dimensions d un champ de vecteurs x — A(x). Cela permet de définir ce que
sont des champs transverses et des champs longitudinanx.

Soit x + A(x) un champ de vecteurs, & valeurs dans R? et défini également
sur R3. On peut décomposer ce champ A en trois composantes A = (A, A, A,),
dont chacune est un champ scalaire, ’est-d-dire une fonction de R* dans R. No-
tons &7 la transformée de Fourier de A,, &7, celle de A, et 7, celle de A,. En
réunissant ces trois champs scalaires en un champ vectoriel £ — & (k), on obtient
la transformée de Fourier du champ de vecteurs original :

o (k) = / / /R 3 Ax) e 2% 3y,

DEFINITION 13.3 Soit A(x) un champ d’une variable x € R” et a valeurs dans R”.
On note k£ — (k) sa transformée de Fourier. On décompose alors, en tout
k € R3, le vecteur & (k) en deux composantes :
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- la premiére est colinéaire & £ et on la note &, (k); elle est donnée par la

formule :
) Ak) -k
! k>

- la seconde est orthogonale a & et on la note & (k); elle est donnée par :

o (k) S o (k) - (k).

La composante longitudinale du champ A est donnée par la transformée de
Fourier inverse du champ & — & (k) :

o [ (k) k
A )& g1 [k%].

Sa composante transverse est alors

ALY Z [ ()] = A) - A ().

DEFINITION 13.4 Un champ est dit transverse si sa composante longitudinale est
nulle; il est dit longitudinal si sa composante transverse est nulle.

Le théoréme de dérivation nous permet d’écrire le résultat bien connu :
PROPOSITION 13.5 Un champ transverse vérifie la relation
V- -Ax)=0 en tout x € R,
Cest-d-dire que sa divergence est identiqguement nulle.

Il est important de bien remarquer que la propriété « étre transverse » ou
« étre longitudinal » n’est aucunement une propriété locale du champ de vecteurs
(connaitre la valeur du champ en un point ou au voisinage d’un point n’est pas
suffisant), mais une propriété dépendant de la valeur du champ en tout point de
I’espace. (Voir exercice 13.1 page 323.)

Remarque 13.6 Un champ monochromatique, de vecteur d’onde &, est transverse s’il est

en tout point colinéaire a k ; on s’en fait aisément une représentation intuitive. Un champ
transverse est une somme de champs monochromatiques transverses.

13.3

Relations d’incertitude de Heisenberg

En mécanique quantique non relativiste, ’état d’une particule sans spin est
représentée par une fonction complexe { de carré sommable et de classe 2. Plus
précisément, pour tout ¢ € R, la fonction {(-,£) : r — (r,¢) est dans LZ(R3).
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Cette fonction représente 'amplitude de probabilité de présence de la particule,
Cest-a-dire que la densité de probabilité associée a la présence de la particule au
point r de ’espace et a 'instant ¢ est |k[)(r,t)|2. La fonction {(-,) est normalisée
(au sens de la norme 1?) a 1 :

pourtout 1 €R,  ||4(0)f = ///]R () & = 1.

DEFINITION 13.7 On appelle fonction d’onde en représentation position la fonc-
tion de carré sommable ainsi définie. On appellera % Pespace vectoriel des fonc-
tions d’onde. Cet espace, muni du produit scalaire usuel, est un espace de Hilbert!.

DEFINITION 13.8 On note X 'opérateur position sur 'axe Ox, Y et Z ceux sur

déf. s S .
les axes Oy et Oz, et R = (X,Y,Z). Lopérateur X est défini par son action sur

toute fonction d’onde
XP=9o avec  @(-,1): r —> xY(r,1),
en notant génériquement r = (x, ¥, z).

Il faut bien faire attention & ne pas commettre Uerreur (trés) classique qui
consiste a dire que ¢ et X¢ sont proportionnelles, le coefficient de proportionnalité
étant x !

Il est d’usage de noter HJ([)> la fonction (-, ) considérée comme un vecteur
de P’espace vectoriel des fonctions d’ondes?. Le produit scalaire entre deux vecteurs
est alors (attention : la convention choisie pour le produit hermitien en mécanique
quantique est alors : linéaire 4 droite et semi-linéaire a gauche) :

Wole0) < [ Trerodr,

et Paction de 'opérateur position se note

XH’([» = ‘(P(t)> avec  @(r,2) = xP(r,1).

' Ou plutdt on fait comme si Cétait un espace de Hilbert, voire on le pose comme postulat.
Car pour de nombreuses applications physiques, 'espace des fonctions de carré intégrable n’est pas
suffisant. Notamment, les fonctions r — exp(ik - ) sont couramment employées, bien que n’étant
pas de carré sommable. Ce sont des fonctions d’onde « non physiques ». Force est de constater que les
auteurs ne définissent que trés rarement ce qu’est exactement ’espace des fonctions d’onde utilisé;
ils vérifient encore moins souvent que C'est ¢ffectivement un espace de Hilbert. Les difficultés sont
d’ailleurs disproportionnées, si on les compare aux avantages acquis pour la physique de tous les
jours.

2 En réalité,

Lp(t)> est un vecteur d’un espace de Hilbert abstrait H. Il existe cependant un
morphisme de H vers # = LX(R®), Cest-a-dire que le vecteur HJ(t)) peut étre représenté par la
fonction 7 — {(r,z) : Cest la représentation position. Cependant, puisque la transformation de
Fourier est un isomorphisme de L*(R®) sur lui-méme, le vecteur H)(Z)) peut tout aussi bien étre

représenté par la fonction p — {(p, ), transformée de Fourier de la précédente. C’est ce que I'on
appelle la représentation impulsion du vecteur d’onde.
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A chaque vecteur |{) est associé¢ une forme linéaire sur I'espace S, que 'on
notera (| € J€*, par I'intermédiaire du produit scalaire. Ainsi, la notation (| )
a-t-elle deux significations (équivalentes) : produit scalaire de ¢ et { (au sens du
produit dans I'espace L2), ou bien action de la forme (| sur le vecteur |p) (on
comparera utilement aux résultats du paragraphe 15.3.b page 359.

C’est a Dirac que I’on doit ces notations compactes et pratiques>.

DEFINITION 13.9 On appelle position moyenne sur I'axe des x d’une particule
caractérisée par la fonction d’onde (7, ¢), la quantité

() () (30 [X00)) = (UO[X[400)) = /// x| ) &

Par ailleurs, & une fonction d’onde (7, ) on associe sa transformée de Fourier
par rapport a la variable 7 :

Vo) 2 [I[ ripeive J%h)g

Cette fonction représente "amplitude de probabilité de trouver la particule avec une
impulsion p. Bien évidemment, cette fonction est normée a 1, puisqu’en raison du
théoréme de Parseval-Plancherel, on a, pour tout # € R :

<\1J(:)\1p(z)>:// ‘Lp(p,t)‘zd3p:// |, 0 & = 1.

DEFINITION 13.10 On appelle fonction d’onde en représentation impulsion la
transformée de Fourier W(p, ) de la fonction d’onde (7, ¢) d’une particule.

DEFINITION 13.11 On définit opérateur impulsion P Y v = (P, P, P,)
qui agit sur les fonctions différentiables par

0
P =9 (ou P, ) = |Lp>) avec (-, 1) r — —ih a—j(r,t).

L’impulsion moyenne selon la direction x d’une particule caractérisée par la fonc-
tion d’onde {(r, 1) est

éf. . — 0
(1) 0 (Woleao) = -in [[[ 500 S e

D’apreés les résultats connus sur la transformée de Fourier, on voit que ’'on peut
étendre la définition de 'opérateur P, sur les fonctions d’onde « en représentation
impulsion », par

déf. _
PY = Z[PF Y],
ce qui nous donne explicitement, en vertu du théoréme de dérivation :

PY =D avec  DO(,0): pr— p¥(p,0).

3 Bien que parfois ambigués, hélas, comme le lecteur désireux d’en connaitre davantage sur les
mathématiques de la mécanique quantique pourra s’en convaincre en lisant I'excellente référence [42].
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DEFINITION 13.12 On appelle incertitude sur la position d’une particule caracté-
risée par la fonction d’onde {(r,7) la quantité Ax définie par

B2 ((w - (0)7) = (x2) - (07 = (XYIXY) - (GIXP)?

/i

DEFINITION 13.13 On appelle incertitude sur Fimpulsion d’une particule carac-
térisée par la fonction d’onde {(r,7) la quantité Ap, définie par

(B = () = (4" = PHIPY - (4IPY?
///ﬁz %, o s
— [[] 21w @ -

Il est & noter que < pﬁ> peut également s’écrire comme la valeur moyenne de 'opéra-
2

teur P2 = —ﬁzw dans Iétat |}), puisqu’une simple intégration par partie montre
que : *
& 0 2
)< ey = - [ 50 e = [[[ w5 @

Pour pouvoir effectuer cette intégration par partie, il est nécessaire que la dérivée
de { décroisse suffisamment vite, ce qui est le cas lorsque (Ap,) existe et est bien
définie.

Remarque 13.14 Les quantités moyennes et les incertitudes sont a rapprocher de Iespé-
rance et de Pécart-type d’une variable aléatoire (voir chapitre 19).

Nous allons maintenant montrer qu’il existe une relation entre Ax et Ap,.
Pour commencer, on notera le lemme suivant

LEMME 13.15 Soit { une fonction d’onde.

. . . 5 5 ., déf.
i) Si lon translate la fonction d’onde d’une quantité a € R3 en posant P (r 1) =

U(r - a,t) pour tout (r,t) € R® x R, ni la valeur de Ax ni la valeur de Ap, ne
sont modifiées.

11) De la méme fagon, si Uon translate dans Uespace des impulsions d’une quantité k €
R3 (ou, ce qui revient au méme, si l'on multiplie la fonction d’onde en représentation
.. déf. ik .
position par un facteur de phase en posant Y(r,t) = G(r,£)e* /") alors ni la
valeur de Ax ni la valeur de Ap, ne sont modifiées.

111) En conséquence de quoi on peut définir une fonction d’onde centrée en position et en
impulsion Y(r , t) (Cest-d-dire telle que sa position moyenne et son impulsion moyenne
sont nulles) et de méme incertitude sur la position et sur Uimpulsion que la_fonction
originelle Y(r ,t).
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DEMONSTRATION. La valeur moyenne de la position de la translatée ), est
/// H),,(r t)‘ dr = // (x - ay) H)(r t)‘ d’
—a,.

L’incertitude sur la position est alors

@ = (), - 2 = [[[ 1atr a0 & - () - a)”
///(x_ﬂx W [)| &r - () - 24, (x) + 22)

~2a, (x) +a? ()" - 2a, (x) + &) = (x) ~ (x)* = (Ax)".

L’incertitude sur l’impulsion de |{) n’a évidemment pas changé.
La démonstration est identique pour la translatée dans le monde des impulsions.
Enfin, la fonction d’onde centrée s’écrit, pour un ¢ donné :

def.

(l)r 1) = Q)(r—(r ) eilprr/h

THEOREME 13.16 (Relations d’incertitude de Heisenberg)
Soit ) une fonction d’onde possédant une moyenne en position et en impulsion, ainsi
que des incertitudes en position et en impulsion. On a alors la relation

h
Ax-Ap, > > (13.1)

(Et de méme en y et z.)
De plus, on n’a égalité que dans le cas on '} est une fonction gaussienne.

DEmonsTrATION.  Quitte & translater la fonction d’onde grice au lemme 13.15, on
peut supposer que {x) = 0 et (p,) = 0. Par ailleurs, nous allons sous- entendre la
dépendance en ¢ pour alléger I'écriture. On a alors

(Ax): = ///x2|¢(r)|2d3r
« @py =[] ‘g—fmz

L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour des fonctions de L? s’écrit

7o oo/ < fffveren /// )] dr.

0
En appliquant cette inégalité aux fonctions f(r) = x{(r) et g(r) = —q)(r), on

obtient Ox
‘///W %q’(r)d% < ///x2|¢(r>|2d3r -///‘gi’(,)z

< A2 (Bp.). )

d&r.
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Or, en effectuant une intégration par parties, on peut écrire, x étant réel et les
termes de bord étant supposés s’annuler (voir remarque 13.18 ci-dessous) :

[ 77 s =[] 1ot - [ o) e
soit z%/// ll)r)—(r // W) & = -1

Puisque |z| > |Ze(z)| pour tout z € C, le terme de gauche de I’équation (x) vérifie

[ 5] > o [ 750

On en déduit immédiatement Iéquation (13.1).

1
=7

L’inégalité de Cauchy-Schwarz devient égalité quand il y a proportionnalité entre
les deux fonctions; or X{ et 8 /0x ne peuvent étre proportionnelles que si ¢ est
gaussienne en x (c’est une simple équation différentielle a résoudre).

Si I'on avait gardé la définition usuelle de la transformée de Fourier (avec le
facteur 27 et sans f), on aurait le théoréme équivalent suivant :

THEOREME 13.17 (Relation d’incertitude) Soit f € L*(R) une fonction telle que le
second moment [ x* | f @)* dx et [1f (x)|* dx existent. Notons

T 1712 / el dx
€ Y 4 2 /
()= ||f||z/ Aol e = ||;||§/ el

1

Alors <x2> . <v2> > 162 v égalité si et seulement si [ est une gaussienne.
i

Remarque 13.18 Précisons un point laissé flou dans la démonstration précédente, concer-
nant annulation des termes de bord lors de I'intégration par parties. On note & len-
semble des fonctions ¢ de carré intégrable, telles que X¢ et P, soient de carré intégrable.
Cet ensemble, une fois muni, par exemple, de la norme N définie par

N = [ + [IXY[15 + [P

:// |¢(r)|2d3r+///x2|¢(r)|2d3r+///p§|q;(1,)‘2d3 ,

est un espace de Hilbert.
Si € H est de classe € et a support borné sur x, alors la démonstration précédente,
et notamment 'intégration par parties avec annulation des termes de bord, est correcte.
Un résultat classique d’analyse (que 'on démontre par convolution par une suite de
fonctions de Dirac) est que I'ensemble des fonctions de classe € a support borné est
dense dans 2. Par continuité, le résultat précédent est alors valable pour toute ¢ € 2.
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13.4

Signaux analytiques

On a ’habitude, en électricité ou en optique par exemple, de travailler avec des
signaux sinusoidaux complexes du type e'“*, mais dont seule la partie réelle a une
signification physique. Ce passage du signal réel Jw() = cos(w?) & un signal com-
plexe f'(r) = ¢!’ peut se généraliser dans le cas d’un signal non monochromatique.

Tout d’abord, notons que 'on peut retrouver le signal réel en suivant deux
méthodes différentes : soit prendre la partie réelle du signal complexe associé, soit
lui ajouter son complexe conjugué et diviser par 2.

On généralise maintenant cette notion. Considérons un signal réel f (f) et
cherchons le signal complexe qui lui est associé. Dans le cas f (£) = cos(2mvot)
(avec vg > 0), le spectre de f; contient les deux fréquences vg et —vo. Cependant,
I'information est redondante, 'intensité de le fréquence —vq est la méme que celle
de la puissance vy puisque Sy est réelle. Le signal complexe f(f) = %™ associé
au signal réel Juy s ‘obtient ainsi : on prend le spectre de f, on ne garde que les
fréquences posmves on multlphe par deux et on reconstitue le signal.

D’une maniere générale, si fj () est un signal réel admettant une transformeée

de Fourier f; (v), alors son spectre est hermitien :

J};{)(V) = j}(;)(—v) pour toutv € R ;

ainsi, seule la « moitié » du spectre f; est nécessaire pour pouvoir reconstituer fg .

Si le spectre f (v) ne contient pas de singularité a I'origine, ou du moins est
suffisamment régulier, alors on peut considérer le spectre tronqué

ZHE) - foy¥)-

La transformée de Fourier inverse de ce spectre tronqué va nous donner le signal
analytique associé a la fonction fy . Puisque la transformée de Fourier inverse de
2H(v) est (voir théoréme 11.15 page 260) :

-1 [ZH(V)] = Z71[1 +sgnv] = 8() +vp %,

on en deduit que la transformée de Fourier inverse de 2H(v) - f (v) est

f(R)

Z! [zH(v) : j”f;)(v)} - (8 +vp é) o =

On pose alors la définition suivante :

DEFINITION 13.19 On appelle signal analytique une fonction dont la transfor-
mée de Fourier est causale, c’est-d-dire une fonction dont la transformée de Fourier
est nulle pour les fréquences négatives.
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DEFINITION 13.20 Soit Jiw un signal réel possédant une transformée de Fourier

suffisamment réguli¢re’. On appelle signal imaginaire associé a f, 'opposeé de sa
transformée de Hilbert :
def. 1 S
ﬁl)([) = —; vp T dtl.

t

DEFINITION 13.21 Le signal analytique associé au signal réel Jiw est la fonction

e f(0) € So® +1£(6) = fo ) - ivp ;/((_[i

!
dr,

dont le spectre est f(v) = 2H(v) -f;;{)(v).

Le signal analytique associé a f, est analytique dans le sens de la défini-
tion 13.19 : son spectre est identiquement nul pour des fréquences v < 0. Puisque
£ (v) est causale, elle admet une transformée de Laplace F(p) dans le plan complexe
et F(p) est définie au moins sur le demi-plan complexe de droite. Le signal f étant

la transformée de Fourier inverse de f, il est donné par

fx) = F(-2im).

I existe donc un prolongement analytique 3 f, dans le demi-plan supérieur’, que I'on
trouve grice a la transformée de Laplace du spectre :

f(z) = F(-2inz).

Ce prolongement analytique est holomorphe dans le demiplan supérienr, il vérifie
donc bien les relations de Kramers-Kronig... qui ne donnent rien de plus que la
relation de définition de f : la boucle est bouclée!

Le fait que f soit prolongeable en une fonction analytique sur le demi-plan complexe
supérienr justifie ainsi la dénomination de « signal analytique ».

On peut résumer ces résultats ainsi :

THEOREME 13.22 Soit f : R — C une fonction admettant une transformée de Fourier.
Si le spectre de [ est causal, alors f est prolongeable analytiqguement sur le demi-plan
complexe supérieur.

Si [ est prolongeable analytignement et si Uintégrale de f sur un demi-cercle supérienr
tend wvers O lorsque le rayon tend wvers 'infini, alors le spectre de [ est cansal.

(Voir [83] pour plus de détails.)
Un exemple d’utilisation des signaux analytiques est fourni par un signal lumi-
neux, caractérise par une amplitude réelle A, (z). On peut écrire

+00 .
A () = / ) & d,

* Au sens o H(v) _]:_;R)(V) existe; il faut donc que f?;\) ne contienne pas de distribution singuliére
en 0.

> Supérieur 4 cause de la similitude x — —2i7x : 'image du demi-plan supérieur est le demi-plan
de droite.
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ou & (v) est la transformée de Fourier de Ay (f). Cependant, puisque Ay (¢) est

réelle, on peut également écrire, en notant 227(v) = a(v)e!?™) avec 4 et @ réelles,
pourv > 0:

Ay(t) = /0 h a(v) cos [(.p(v) + 2i7tvt} dv.

Le signal imaginaire associé a A, est bien entendu

Ayt) = /0 b a(v) sin [cp(v) + Zinvt] dv,

et le signal analytique est
+00o . i
A@t) = / a(v) e¥VeA™ gy,
0

La quantité a(v) = 2 ‘JZZR)(V)‘ posséde P'interprétation suivante : son carré W(v) =
a%(v) est le spectre de puissance, ou densité spectrale du signal complexe A (voir
la définition 13.24 page ci-contre). Cette densité spectrale complexe comprend une
énergie transportée par le signal réel et une énergie égale transportée par le signal
imaginaire. L’intensité lumineuse totale transportée par le signal lumineux réel est

alors
1 +00 +00 »
& = E/ W(v)dv :/ ‘,QV(R)(\))‘ dv,
0 —

o0
soit la moitié de I'intensité totale complexe (I’autre moitié est bien sir transportée
par le signal imaginaire).

13.5

Autocorrélation d’une fonction d’énergie finie

13.5.a Définition

Soit f € L*(R) une fonction de carré intégrable. On sait qu’elle admet alors
une transformée de Fourier f(v).

DEFINITION 13.23 On appelle signal d’énergie finie toute fonction f € L*(R).
On appelle énergie totale du signal d’énergie finie f, la quantité

& / £ de.
L’égalité de Parseval s’écrit :

JIrofa= [ 7o)

. IR ’ iy 2 s 3 . .
ce qui nous permet d’interpréter ‘ f (V)‘ comme une densité d’énergie par intervalle
de fréquence dv.
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DEFINITION 13.24 On appelle densité spectrale du signal d’énergie finie f la
fonction v —» ‘f(v)‘z

Il arrive, notamment en optique ou en mécanique quantique, que ’'on s’intéresse
a la fonction d’autocorrélation de la fonction f :

DEFINITION 13.25 Soit f une fonction de carré sommable, la fonction d’auto-
corrélation de f est I'= f % f ou I'(x) = f(x) * f(—x), Cest-a-dire que

déf.

x)—/fl)ft— de pour tout x € R.

13.5.b  Propriétés

La fonction d’autocorrélation étant la convolution de f avec le conjugué de
sa transposée 1'(x) = f(x) * f(-x), on peut utiliser les propriétés connues de la
transformée de Fourier, pour obtenir différentes propriétés intéressantes et, notam-
ment :

THEOREME 13.26 La transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation de [ est
égale an carré de la densité spectrale de f :

y[r(z)]zﬁ[f(x) f(—X] FO)I

PROPOSITION 13.27 Soit f est une fonction d'énergie finie; alors sa_fonction d autocor-

rélation est hermitienne : 1'(—x) = 1'(x) pour tout x € R.
De plus, si [ est réelle, alors 1 est réelle et paire.

2”“”“ < 1, on a la majoration

< [ o &v=10)

THEOREME 13.28 Le module de la_fonction d autocorrélation d’une fonction f est maxi-
mal a lorigine : |1'(x)| < 1(0) pour tout x € R.

1°(0) est réel, positif et égal a I'énergie de [ : 1°(0) = / ‘f (l‘)‘z de.

Par ailleurs, puisque ‘e

@) =| [ Fore

de laquelle on déduit :

DEFINITION 13.29 On appelle la fonction d’autocorrélation réduite ou encore
fonction d’autocohérence
det. 1'(x)

Y(x) m

Cette fonction y(x) est donc toujours de module compris entre 0 et 1.
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13.5.c Intercorrélation

DEFINITION 13.30 On appelle fonction d’intercorrélation de deux fonctions de
carré sommable f et g la quantité

T [ roge=nd
On a alors, en vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
2
T ()| < T (0) T(0).
Cela nous permet d’introduire la fonction de cobérence :

DEFINITION 13.31 On appelle fonction d’intercohérence ou fonction de cohé-
rence entre f et g la fonction d’intercorrélation réduite

) G Iyelx)
V) = o)

Cette fonction de cohérence est donc toujours de module compris entre 0 et 1.

13.6

Fonctions de puissance finie

13.6.a Définitions

Les fonctions avec lesquelles nous avons travaillé jusqu’a présent sont des fonc-
tions de carré sommable, C’est-d-dire des éléments de L*(R). Dans de nombreux
cas physiques, comme en optique, I'intégrale [ |/ |* représente une énergie. Parfois
cependant, on cherche a travailler non avec des fonctions d’énergie finie, mais de
puissance finie, comme par exemple f(f) = cos wt.

DEFINITION 13.32 Soit f : R — C. Si
. T 2
lim 57 ) Ol
existe et est finie, alors f est dite fonction de puissance finie et la puissance
moyenne transportée par le signal f est égale a cette limite.

On peut également redéfinir ce que va étre la densité spectrale :

DEFINITION 13.33 Soit f un signal de puissance finie, on appellera densité spec-
trale, ou spectre de puissance de f la quantité

W) € lim ‘ / F(e) e Hm dt

T—+o0 ZT




Application a loptique : théoréme de Wiener-Khintchine 319

On a alors un équivalent de la formule de Parseval pour un signal de puissance
finie :

THEOREME 13.34 Soient f(t) un signal de puissance finie et W(v) sa densité spectrale.

Alors
T

1 £ @) de = /+OOW(v)dv.

lim
T—+o00 2T T

13.6.b Autocorrélation

Pour une fonction de puissance finie, la définition 13.25 de lautocorrélation
n’est plus valable et 'on doit poser :

DEFINITION 13.35 La fonction d’autocorrélation d’un signal de puissance finie

f est

def.

) 1 [T -
rw Y Jim / FOFE

On a alors I’équivalent du théoréme 13.26 :

THEOREME 13.36 La transformée de Fourier de la_fonction d autocorrélation d’un signal
de puissance finie est égale d la densité spectrale :

F ()] = W().

Exemple 13.37 Posons f(¢) = ¢?™". Alors sa fonction d’autocorrélation est I'(x) = e?™o
et sa densité spectrale est W(v) = 8(v — vp). Si P'on avait pris les définitions données pour

une fonction d’énergie finie, on aurait trouvé que f(v) = 8(v — vg) et la densité spectrale
aurait df étre quelque chose comme 8%(v — vq). Comme nous I'avons vu dans le chapitre
sur les distributions, le carré d’une distribution de Dirac n’a aucun sens.

13.7

Application a l'optique :
théoreme de Wiener-Khintchine

On considére une expérience d’interférences en optique au moyen de fentes
d’Young, éclairées par une source ponctuelle (voir figure 13.1).

Nous allons montrer que, dans le cas ou la source n’est pas tout a fait mono-
chromatique mais présente au contraire une certaine largeur spectrale Av, la figure
d’interférences va se brouiller pour des points de I’écran correspondant a des dif-
férences de chemin optiques trop grandes entre les deux faisceaux. La différence
de chemin optique & ne pas dépasser pour continuer a voir les franges s’appelle
longueur de cohérence et nous montrerons qu’elle vaut £ = ¢/Av.

Considérons une source « non monochromatique ». On supposera que la source

S de la figure envoie un signal réel t — Sy (¢), auquel correspond un signal
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S) S2(¢)
(S)

Fig. 13.1 — Expérience d’interférences lumineuses au moyen de fentes d’Young.

analytique complexe ¢ — S(¢). On a donc Sy (t) = % {S(t)} La transformée de
Fourier de S (¢) est notée g (V).

On supposera que le signal envoyé est de puissance finie et est caractérisé par
une densité spectrale de puissance W(v), pour v > 0. Ce signal est dit non mono-
chromatique si la densité spectrale W(v) n’est pas un pic de Dirac.

Dans le montage proposé, on cherche I'intensité lumineuse arrivant au point P,
donnée par la moyenne temporelle du carré du signal Sp(¢) arrivant au point P :

. of . 1 [T
Ip = <‘S%(l)‘> ou I'on a défini <‘Sf,(z)‘> def. T1—1>Too = /T ‘Sp(l)‘z dr

Le signal arrivant en P est la somme de deux signaux, provenant de chacune des
fentes d’Young. Le signal provenant d’un des trous est donc le méme que le signal
provenant de lautre, mais avec un décalage temporel T = AL/c, ou AL est la
différence de chemin entre les deux rayons (et dépend donc du point P) :

Sp(t) = S1(t) + Sa(2) = S1(8) + Sa(2 = ).

(La fonction Sy(¢) est directement relié au signal S(#) émis par la source.)
On a donc

Ip=(Sp-Sp) = ((S1+S2)- (51 +S2))
(S-S 4 (S,-55) + 2% (51 -5)
=21+2% (S1-S;),
en notant I la valeur moyenne <51 S_1>, qui est Pintensité lumineuse du signal

passant par un seul trou sans interférences. Toute I'information sur les termes
d’interférences est donnée par la partie 2% <51 . Sz>, qu’il est facile de calculer :

(S;-5) = <sl(¢) S - r)> — (),

ou I'(7) est la fonction d’autocorrélation du signal complexe S;, que l'on ap-
pelle également ici fonction d’autocohérence®. (On rappelle que T est fonction
du point P d’observation.)

® Dans certains ouvrages d’optique, c’est la fonction d’autocorrélation normée y(t) = I'(z)/1°(0)
qui est appelée fonction d’autocohérence.
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1—‘min

Vo Fm( I°(0)

Fic. 13.2 — La fonction d’autocorrélation pour une source presque monochroma-
tique, évoluant avec le paramétre T dans le plan complexe. La valeur i
Porigine I°(0) est réelle et positive. Le module de 1°(¢) varie lentement par
rapport a sa phase.

L’intensité lumineuse au point P est donc donnée par

e I r
Sy =20+ 22 {00} =2A(1+ Z{1D)})  avec 1) “ % = Q

On peut maintenant estimer le facteur de visibilité des raies, en utilisant le
critére de Rayleigh [14] :

v — Imax - Imin (13.2)

Inax + Imin

Ici, Ly représente un maximum local d’intensité lumineuse, non au point P, mais

dans un voisinage immédiat de P ; Cest-d-dire que on va déplacer 1égérement le point

d’observation et, donc, la valeur du parameétre T, jusqu’a trouver une intensité qui

soit un maximum local, que I'on appelle I,,x. De la méme fagon, on obtient le
minimum local & proximité de P, que 'on appelle I;,.

L’estimation de ce paramétre n’est possible que si les valeurs Ty, €t Tmin corres-
pondant aux intensités maximale et minimale prés d’un point donné, sont telles
que la différence Tpax — Tmin est trés petite devant la durée d’un train d’ondes.
Si Clest le cas, alors la fonction d’autocorrélation aura lallure de la figure 13.2,
C’est-a-dire que sa phase variera trés vite par rapport a son module; notamment,
le module de I" sera presque constant entre Tyax €t Tmin, tandis que sa phase aura
varié de 7’ Pour T = 0, on aura bien str I = I, puis |I'(t)| décroitra avec le temps.

7 Cest la physique qui le dit, non les mathématiques! On peut comprendre facilement ce phéno-
meéne. Supposons que 'on fasse varier © de maniére & ce qu’il reste petit devant la durée d’un
train d’ondes. Alors, en prenant une valeur de T égale 3 une demi-période du signal (qui est quasi-
monochromatique), les signaux S; et S; sont simplement décalés de = : ils sont en opposition de
phase et I'(1) est réelle, négative et de module quasiment égal a I7(0). Si 'on prend des valeurs de
T nettement plus grandes, il y a décorrélation de plus en plus importante entre les signaux, car il
se peut que S; vienne d’un train d’ondes et S; d’un autre. Un mode¢le statistique simple de trains
d’ondes donne une décroissance exponentielle de |I'(7)|.
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Ainsi, en déplagant doucement P, T varie assez peu et donc |I'] reste & peu preés
constante. Alors Z (1) varie entre — |I'| et + ||, le facteur de visibilité des franges
est donc simplement

‘F(’E)‘

70 =0 =
Or, d’aprés le théoréme 13.36, la fonction d’autocorrélation est donnée par la
transformée de Fourier inverse du spectre de puissance :

+00 .
rm:/ W(v) 2™ dy
0

On en déduit le théoréme suivant :

THEOREME 13.38 (Wiener-Khintchine) Le facteur de visibilité des franges dans Lexpé-
rience d’interférences d’Young est égal au module de la transformée de Fourier normalisée de
la densité spectrale de la source pour la valenr T correspondant a la différence de temps de
vol entre les deux faisceanx :

v f0+°° W(v) ™" dv
W) dv

Ainsi, dans le cas d’une source quasi-monochromatique — par exemple une
lampe spectrale, qui devrait donner une lumiére monochromatique, mais qui, par
suite des phénomenes d’émission de la lumiére par trains d’ondes, est caractérisée
par une largeur de raie non nulle — si 'on note Av la largeur du spectre, on
sait que la transformée de Fourier de la densité spectrale d’énergie a une largeur
typique At = 1/Av; pour une différence de temps © > 1/Av, c’est-a-dire pour
une différence de chemin > ¢/Av, les franges vont donc se brouiller. La quantité
Ar = 1/Av est appelée temps de cohérence et la longueur £ = ¢/Av est appelée
longueur de cohérence.

Remarque 13.39 Il existe un théoréme analogue, di 2 P. K. van CrrTerT et F. ZERNIKE,
reliant le facteur de visibilité d’une figure de diffraction a la transformée de Fourier de la
distribution spatiale d’une source étendue et monochromatique. Le lecteur intéressé peut
consulter [14] ou chercher I'exercice 13.2 page suivante.
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EXERCICES

4 Exercice 13.1 (Champ électromagnétique en jauge de Coulomb)

On considére un champ électromagnétique [E(r,[), B(r,l)] compatible avec une dis-
tribution de charge et de courant [p(r,[),j(r,t)], C'est-a-dire que les champs vérifient les
équations différentielles suivantes (équations de Maxwell) :

. 0B
divE = -p/e, rotE:—E
1 OE
divB =0 l’OtBZEE‘F}J@j.

7) Montrer que le champ B est transverse.

i7) Montrer que la partie longitudinale du champ électrique est donnée par le potentiel
de Coulomb instantané associé a la distribution de charge. Que peut-on dire du
point de vue de la relativité?

72i) La séparation transverse-longitudinale est-elle préservée lors d’une transformation
de Lorentz?

¢ Exercice 13.2 (Théoréme de van Cittert-Zernike) Considérons une source lumineuse,
invariante par translation selon I'axe Oy, caractérisé par une luminosité I(x) sur 'axe Ox et
passant au travers d’un systéme interférentiel comme ci-dessous. La distance entre la source
et les fentes est f et la distance a I'écran est D.

f D
On supposera que cette source peut étre modélisée comme un ensemble de sources
ponctuelles, émettant des trains d’ondes indépendamment les unes des autres, & la méme
fréquence v. Les sources étant incohérentes entre elles, on admet que l'intensité observée
en un point de la figure d’'interférences est la somme des intensités provenant de chaque
source®. Montrer :

THEOREME 13.40 (van Cittert-Zernike) Le facteur de wvisibilité de la source 1(x) est égal au
module de la transformée de Fourier de Uintensité spatiale normalisée de la source, a la fréquence
spatiale k = a/Nf, ou a est la distance entre les fentes d’interférences et [ la distance de la source

au systéme :
~( a
M=7(57)

Le lecteur trouvera dans [14] une généralisation de ce résultat, due & P. H. van CrTTERT
(1934) et a Frederik ZerNIKE (1938), physicien hollandais, prix Nobel 1953.

def.  1(x)
, avec S (x) = 7fjoo 0

[ee]

8 On a vu a Pexercice exercice 1.3 page 32 la nécessité qu’il y ait en réalité une largeur spectrale
non nulle pour considérer les sources comme incohérentes.
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SOLUTIONS

¢ Solution de ’exercice 13.1. En passant en transformée de Fourier, les équations de
Maxwell s’écrivent

k& =ipe, ik/\é’:aa—'?
. 1 08 ~
k-B=0 Ik/\Q—EE‘FHO_].

La troisiéme de ces équations montre que B est transverse.
De plus, puisque k - & =k - &,(k) = -ip(k)/e,, on trouve que

k&
&) = T(k) i Sw)/e,

2

et donc, en revenant en transformée de Fourier inverse,

E,(r,t)=

r'Y[r — 7'
/% d3rl = ECoulomb(rv[)'

47e,

Ainsi, le champ longitudinal se propage instantanément 4 travers 'espace, ce qui n’est pas
conforme 2 la relativité restreinte. En conséquence de quoi la séparation champ transverse-
longitudinale #’est pas physique.

Elle n’est d’ailleurs pas préservée lors d’une transformation de Lorentz, puisque le champ
coulombien ne lest pas.

¢ Solution de I’exercice 13.2. L’intensité en un point P d’abscisse y sur I’écran est don-
née par I'intégrale des intensités produites par I(x), pour x € R. Un calcul élémentaire
d’interférences montre que, pour les petits angles, on a

j(x):K-[ ooI(x) [1+cos2nTa<j7 %)] dx

+oo
= Kl {1+ ](x)cos? <;C7 D> dx}

avec [y = fjooj I(s)ds et ou & (x) = I(x)/Iy est 'intensité normalisée. Puisque I et .# sont
des fonctions réelles, on peut écrire

J@):KIO{1+%/_ S exp [-Zi;“ <; y}))] dx}

= KI, {1 + R {f(ﬁ) e“@/m] }

e'*. Alors

Décomposons en module et phase ﬁa/%f) = |Y

J(») =Kl {1 + |Y| cos <2;1;y - oc> } .

Or, si 'on observe la figure d’interférences prés du centre et si 'on fait varier doucement y,
'intensité J sur I’écran varie entre KIO(I - \Y\) et KIO(l + |Y|), ce qui montre que |y| est
le facteur de visibilité de la figure d’interférences; ce que I'on voulait démontrer.

Ce résultat est utile notamment pour mesurer la distance angulaire entre deux étoiles,
ou bien le diamétre apparent d’une étoile, en utilisant deux télescopes montés en interfé-
rometres.



